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Przyporz¹dkowuj¹c odmianom czasu, tzn. momentom lub okresom, a wiêc
cesze (zmiennej) niezale¿nej, egzogenicznej wzglêdem procesu lub zjawiska,
adekwatnie im odpowiadaj¹ce wartoœci liczbowe zmiennej zale¿nej badanego
procesu lub zjawiska otrzymamy dwuwierszow¹ albo dwukolumnow¹ tablicê
statystyczn¹ zwan¹ szeregiem czasowym (chronologicznym, rozwojowym lub
dynamicznym). Analiza szeregów chronologicznych jest obszern¹ dziedzin¹
badañ dynamiki. Jednym z narzêdzi pomiaru dynamiki jest stopa (tempo)
wzrostu, a zw³aszcza przeciêtne (œrednie) tempo (stopa) wzrostu1.

Powszechnie, a w³aœciwie prawie wy³¹cznie stosowan¹, metod¹ rachunku
przeciêtnego tempa wzrostu jest liczenie go ze wzoru na wa¿on¹ systemem wag
jednostkowych œredni¹ geometryczn¹, krótko zwan¹ niewa¿on¹ œredni¹ geo-
metryczn¹.

Je¿eli mamy odmiany czasu, momenty lub okresy t0, t1, …, tn i adekwatnie
odpowiadaj¹ce im wartoœci zmiennej zale¿nej Y0 , Y1, …Yn oraz gdy Yi > 0 (i =
0, 1, …, n), to wówczas œrednia stopa wzrostu (rg) wynosi:

Jeœli w szeregu czasowym policzymy indeksy ³añcuchowe x1 = Y1:Y0, x2 =
Y2:Y1, …, xn = Yn:Yn – 1, to wówczas:

Jak ³atwo zauwa¿yæ, o wartoœci liczbowej przeciêtnego tempa wzrostu decy-
duj¹ tylko dwa wyrazy szeregu chronologicznego, a wiêc pocz¹tkowy (Y0) i koñ-
cowy (Yn). Wyrazy „œrodkowe” Y1, Y2, …, Yn – 1 nie maj¹ wp³ywu na wynik ra-
chunku, s¹ wiêc z definicji przez metodê niewa¿onej œredniej geometrycznej
ignorowane. A wiêc, dla wszystkich trzech wariantów:
1) Y0 = Y1 = … Yn – 1 < Yn
2) Y0 < Y1 = … Yn – 1 = Yn
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1 Œciœle rzecz bior¹c nale¿y mówiæ o tempie (stopie) przyrostu. Jednak¿e w ekonomii przyjê³o
siê nazywaæ tê miarê stop¹ (tempem) wzrostu i zatem pozostajemy przy tej terminologii.
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3) Y0 < Y1 < … < Yn – 1 < Yn
przedstawionych na rysunku:

Rys. 1.
Warianty trajektorii wzrostu

otrzymamy tê sam¹ wartoœæ liczbow¹ przeciêtnego tempa wzrostu. A przecie¿
trajektorie wzrostu ró¿ni¹ siê diametralnie miêdzy sob¹. Bior¹c przyk³ad
z dziedziny akademickiej: gdyby zapytaæ, jak¹ drogê dla zmian swego stypen-
dium w ci¹gu piêciu lat studiów wybra³by dowolny student, to odpowiedŸ by³a-
by zapewne jednoznaczna, czyli wariant drugi.

I. Moje studia nad zagadnieniami wzrostu gospodarczego w pierwszej po³o-
wie lat szeœædziesi¹tych ubieg³ego stulecia sk³oni³y do poszukiwania dróg roz-
wi¹zania tego problematu. Wtedy te¿ ukaza³y siê pierwsze moje publikacje na
ten temat. Rozwi¹zanie problemu tkwi oczywiœcie w uwzglêdnieniu wszyst-
kich wyrazów szeregu chronologicznego, a nie tylko skrajnych, jak to czyni ex
definitione metoda rg.

Istniej¹ tu tylko dwie drogi prowadz¹ce do celu:
1) traktuj¹c, ¿e zmienna zale¿na jest addytywn¹ funkcj¹ czasu, wówczas mo¿-

na dodaæ do siebie wyrazy szeregu chronologicznego, lub
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2) przyjmuj¹c, i¿ s¹ tu multiplikatywne zwi¹zki zmiennej zale¿nej z czasem,
jako zmienn¹ niezale¿n¹, mo¿na dokonaæ wymno¿enia wyrazów szeregu dy-
namicznego.
Pierwsza droga doprowadzi³a mnie do opracowania metody nazwanej (od

angielskiego rate — stopa, tempo i kreska nad liter¹ jako powszechnie przyjêty
sposób oznaczania œredniej, przeciêtnej).

Gdy mamy okresy (momenty) czasu t0, t1, t2, …, tn – 1, tn i im adekwatnie przy-
porz¹dkowane wielkoœci Y0, Y1, Y2, …, Yn – 1, Yn, to wówczas indeksy ³añcucho-
we x1 = Y1:Y0, x2 = Y2:Y1, …, xn = Yn:Yn – 1 pozwalaj¹ na wyra¿enie kolejnych
wyrazów szeregu czasowego przez wartoœæ pocz¹tkow¹ Y0 i w³aœnie te indeksy
³añcuchowe, a mianowicie:

Y1 = Y0 · x1

Y2 = Y1 · x2 = Y0 · x1 · x2

………………………………..
Yn = Yn – 1 · xn = Y0 · x1 · x2 · … · xn.
Sumuj¹c lewe strony równañ otrzymuje siê:

Jak widaæ sumowanie zaczyna siê od wyrazu pierwszego, a nie zerowego.
Sumuj¹c zaœ prawe strony równañ otrzymujemy:

Y0 · x1 + Y0 · x1 · x2 + … +Y0 · x1 · x2 · … · xn = Y0(x1 + x1 · x2+…+x1 · x2 · … · xn).

Wszystkie wyrazy wystêpuj¹ce w sumowanych równaniach s¹ wyrazami
rzeczywistego szeregu chronologicznego i na ich podstawie policzonych
indeksów ³añcuchowych. Faktyczny (rzeczywisty) szereg chronologiczny mo¿-
na traktowaæ jako postêp geometryczny o „zmiennym ilorazie” (cudzys³ów jest
tu oczywiœcie niezbêdny, w matematyce bowiem ci¹g liczb o sta³ym ilorazie ko-
lejno nastêpuj¹cych elementów ci¹gu nazywa siê postêpem geometrycznym).

Nale¿y wiêc znaleŸæ tak¹ œredni¹ wartoœæ teoretyczn¹, aby z niej i fak-
tycznego wyrazu Y0 zbudowaæ równanie z wyrazów rzeczywistego szeregu roz-
wojowego, czyli

Wówczas otrzymamy:

Dziel¹c obie strony równania przez Y0 i oznaczaj¹c
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oraz zmieniaj¹c szyk sk³adników dodawania od maksymalnego wyk³adnika
potêgi do minimalnego powstaje równanie:

które jest szczególnym przypadkiem równania ogólniejszej postaci:

a0xn + a1xn – 1 + … + an – 2x2 + an – 1x + an = 0.

Tê postaæ równania okreœla siê mianem w i e l o m i a n u lub f u n k c j i c a ³ -
k o w i t e j w y m i e r n e j2.

Poszukiwan¹ liczbê pierwiastków tego równania, czyli funkcji ca³kowitej
wymiernej okreœla twierdzenie Descartesa-Harriota, które jest szczególnym
przypadkiem twierdzenia Sturma (z 1829 r.), o dok³adnej liczbie pierwiastków
wielomianów dowolnych stopni. Twierdzenie Descartesa-Harriota ma nastê-
puj¹ce brzmienie: „Jeœli ϕ(x) = a0xn + a1xn – 1 + … + an ∈ R (x), (a0 ≠ 0) to iloœæ
dodatnich pierwiastków tego wielomianu, liczonych z w³aœciw¹ wielokrotnoœ-
ci¹, jest równa liczbie zmian znaku w ci¹gu a0, a1, …, an lub jest od niej mniej-
sza o liczbê parzyst¹”3.

Wielomian z którego rozwi¹zania mo¿-
na uzyskaæ wartoœæ liczbow¹ œredniej (przeciêtnej) stopy wzrostu wedle pro-
ponowanej tu metody, w ci¹gu a0, a1, … ,an ma nastêpuj¹ce wartoœci liczbowe:
1, 1, …, 1, – an i stosuj¹c twierdzenie Descartesa-Harriota do wystêpuj¹cych tu
konkretnych warunków zadania, stwierdzamy, i¿ liczba zmian znaku wynosi
d o k ³ a d n i e j e d e n. A zatem, równanie to posiada dok³adnie j e d e n pier-
wiastek rzeczywisty dodatni. I w³aœnie ten jedyny pierwiastek rzeczywisty
dodatni, rozpatrywanego tu wielomianu, jest poszukiwanym ilorazem postêpu
geometrycznego, czyli

Pytanie, które trzeba tu niezbêdnie postawiæ, brzmi: jak ten pierwiastek
obliczyæ? Problem bowiem siê komplikuje, jeœli siê zwa¿y, i¿ istniej¹ dok³adne
wzory pozyskiwania pierwiastków równañ tylko dla wielomianu czwartego
stopnia. Tê kwestiê rozwi¹zano, wykorzystuj¹c wspó³czesn¹ ETO, i zbudowa-
no odpowiednie tablice4. Kierowano siê tu nie tylko sposobem zaradzenia
problematowi od strony merytorycznej, ale i dlatego, ¿e u¿ytecznoœæ metody
ma sens wówczas, gdy liczenie przeciêtnej stopy wzrostu cechuje prostota
i szybkie uzyskiwanie wartoœci liczbowych, a wiêc wrêcz automatyzm. Metoda

posiada wiele w³aœciwoœci, a m.in. z jej tablic mo¿na dokonywaæ rachunku
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2 G. M. Fichtenholz, Rachunek ró¿niczkowy i ca³kowy, t. I, wyd. IV, Warszawa 1966, s. 81.
3 A. Mostowski i M. Stark, Algebra wy¿sza, cz. 2, Warszawa 1954, s. 69.
4 Tablice takie zamieszczono najpierw w mojej ksi¹¿ce Stopa wzrostu gospodarczego. Metody

liczenia, PWE, Warszawa 1973. Nastêpnie ukaza³y siê dwa zeszyty metodyczne GUS, nr 41 z 1980
roku oraz 75 z 1990 r. pod tytu³em Tablice œredniego tempa wzrostu wed³ug metody Najobszer-
niejsz¹ publikacj¹ tablic jest moja ksi¹¿ka Metoda Teoria i tablice, Fundacja Naukowa Taylora,
Warszawa 1993, gdzie równie¿ w trzech jêzykach (polski, rosyjski, angielski) przedstawiono zwiêz-
³y wyk³ad teorii metody jej w³aœciwoœci i sposoby korzystania z tablic dla ró¿nych sposobów
przedstawiania szeregów chronologicznych.
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przeciêtnego tempa wzrostu wed³ug metody niewa¿onej œredniej geometrycz-
nej5. W tym sensie metoda rg staje siê szczególnym przypadkiem metody

II. Przyjmuj¹c za³o¿enie o multiplikatywnym charakterze zwi¹zku zmien-
nej zale¿nej z czasem, rozwi¹zanie problemu uwzglêdnienia wszystkich wyra-
zów szeregu czasowego w liczeniu przeciêtnego tempa wzrostu przedstawia
siê jak ni¿ej.

Analogicznie, jak przy metodzie — gdy mamy szereg dynamiczny

t0, t1, …, tn – 1, tn
Y0, Y1, …, Yn – 1, Yn

oraz indeksy ³añcuchowe: x1 = Y1:Y0, x2 = Y2:Y1, …, xn – 1 = Yn – 1:Yn – 2, xn =
Yn:Yn – 1, to wówczas:

Y1 = Y0 · x1
Y2 = Y1 · x2 = Y0 · x1 · x2
………………………….......................
Yn = Yn – 1 · xn = Y0 · x1 · x2 · … · xn

Mno¿¹c lewe strony równañ otrzymuje siê

Natomiast mno¿¹c prawe strony równañ mamy Y0x1 · Y0x1x2 · … · Y0x1x2…xn =
Y0

n(x1 · x1x2…x1x2…xn). Nale¿y wiêc teraz znaleŸæ takie aby przy rzeczywis-
tym Y0 i otrzymaæ ten sam iloczyn co rzeczywisty, tzn.:

Przyk³adowo dla dwóch wyra¿eñ mamy:

i dla trzech wyrazów:

Jak widaæ wyk³adnik potêgi przy jest sum¹ wyrazów ci¹gu (postêpu) arytme-
tycznego, co okreœla wzór:
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5 Por. I. Timofiejuk, Przysposobienie tablic metody do rachunku wed³ug metody rg, „Wiado-
moœci Statystyczne” 1988 nr 1.
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Zatem uogólniaj¹c uzyskuje siê:

a wiêc

Logarytmuj¹c, uzyskuje siê:

a zatem

Uwzglêdniaj¹c zwi¹zek zachodz¹cy miêdzy wskaŸnikami (indeksami) i tem-
pem  (stop¹) wzrostu, otrzymuje siê tempo  wzrostu wed³ug prezentowanej
metody, czyli

Je¿eli dynamika jest prezentowana przez szereg indeksów jednopodstawo-
wych, to przyjmuj¹c, ¿e podstaw¹ jest okres (moment) zerowy i wynosi jeden
indeks x1/0, a wiêc nlog x1/0 = n · 0 = 0, to wówczas otrzymuje siê:

gdzie xi/0 — indeksy jednopodstawowe.

III. Nie sposób teraz nie zadaæ bardzo istotnego pytania, a mianowicie: któ-
ra z proponowanych metod czy te¿ prawid³owo uwzglêdnia wagê wszyst-
kich wyrazów szeregu rozwojowego przy liczeniu przeciêtnego tempa wzros-
tu? Przypomnijmy, i¿ metoda zak³ada addytywnoœæ zmiennej zale¿nej wzglê-
dem czasu, a metoda — multiplikatywnoœæ.

Szeregi czasowe maj¹ charakter multiplikatywny. St¹d logiczny wniosek:
odpowiednioœæ do logiki procesów prezentowanych przez szeregi chronolo-
giczne, w liczeniu ich œredniej dynamiki zapewnia metoda Ale czy rozbie¿-
noœæ rezultatów uzyskanych z metody i metody jest znacz¹ca liczbowo?
OdpowiedŸ jest zawsze ta sama: zale¿y to od konkretnego przypadku. Ale mo¿-
na tu siê pos³u¿yæ w rozumowaniu metod¹ analogii. Tyczy siê ona relacji wyni-
ków z tych samych liczb pozyskiwanych metod¹ œredniej arytmetycznej i geo-
metrycznej. Jeœli zatem mamy dwie liczby dodatnie a i b (a tu w³aœnie w szere-
gach czasowych o takich liczbach rzecz idzie) oraz a > b, a ich œrednia arytme-
tyczna a1 = (a + b):2 i geometryczna to wiadomo, ¿e a1 > b1, a jed-
noczeœnie s¹ zawarte miêdzy liczbami wyjœciowymi a > a1> b1> b. Wynika to z:
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Taka jest w³aœciwoœæ matematyczna.
Czy jednak te rozbie¿noœci, tu ju¿ mamy na myœli ró¿nice miêdzy wynikami

z rachunku wed³ug metod i bêd¹ znacz¹ce? W „normalnych” szeregach
czasowych bêd¹ te ró¿nice ma³o znacz¹ce6. Zatem wniosek: nie ma wiêkszego
znaczenia, czy rachunek przeprowadza siê na podstawie metody czy te¿
Decydowaæ tu musz¹ wzglêdy praktyczne, np. takie, ¿e dla rachunku wedle
metody s¹ zbudowane tablice.

Na miejscu bêdzie tak¿e postawienie i innego pytania: czy w rachunku
œredniej stopy wzrostu nale¿y stosowaæ metodê rg, czy te¿ lub S¹dzê, ¿e
metodzie lub ze wzglêdu na uwzglêdnianie przez nie wszystkich wyrazów
szeregu chronologicznego przy liczeniu œredniego tempa wzrostu nale¿y siê
status okreœlany ³aciñskim zwrotem primus inter pares. Jednak¿e uwa¿am, ¿e
nale¿y siê tu kierowaæ logik¹ i u¿ytecznoœci¹ praktyczn¹ metod, a nie nawet
najpiêkniejszymi sentencjami lingwistycznymi. Nie nale¿y stosowaæ metody

lub w miejsce rg. Nale¿y natomiast je stosowaæ ³¹cznie, tzn. i rg lub i rg,
przez co uzyska siê poprawniejszy i bogatszy merytorycznie wgl¹d w procesy
dynamiki procesów czy zjawisk. Rzecz w tym, ¿e lub wskazuje
skalê i kierunek odchylania siê procesów od wzrostu równomiernego7, tzn.
wzrostu, gdy z okresu na okres, lub z momentu na moment mamy tê sam¹ stopê
wzrostu. Modu³y ró¿nicy lub okreœlaj¹ skalê nierównomiernoœci,
znak zaœ tej ró¿nicy okreœla kierunek odchyleñ od procesu wzrostu równo-
miernego. Znak minus oznacza, i¿ w badanym czasie musia³y nastêpowaæ
okresy zwolnionego tempa wzrostu, czy nawet spadki absolutne rozmiarów ba-
danej wielkoœci, natomiast znak plus oznacza, ¿e wystêpowa³y okresy przyspie-
szenia wzrostu w odniesieniu do wzrostu o sta³ej stopie, tzn. wzrostu równo-
miernego, równej rg. Stwarza to mo¿liwoœæ okreœlenia tak¿e wzglêdnej skali
nierównomiernoœci, a wiêc eliminacjê wp³ywu poziomu (wysokoœci) tempa
wzrostu. Miar¹ tego bêdzie odniesienie ró¿nicy lub do wartoœci
liczbowej tempa wzrostu obliczonego metod¹ rg, a wiêc wyra¿enia
czy te¿ Te miary bêd¹ wyra¿a³y nierównomiernoœæ, a wiêc niedosza-
cowanie lub przeszacowanie dynamiki wzrostu przez metodê rg, a zarazem
i kierunek odchylania siê od trajektorii wzrostu równomiernego.
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6 Np. œrednie miesiêczne tempa wzrostu w 1992, 1993 i 1994 cen ¿ywnoœci wynios³y wed³ug
2,95%; 2,03% i 1,75%, a wed³ug 2,93%; 2,02% i 1,73%. I. Timofiejuk, O poprawn¹ wartoœæ licz-

bow¹ miesiêcznej stopy inflacji, „Wiadomoœci Statystyczne” 1996 nr 1, s. 20, tabl. 5.
7 W przypadku wzrostu równomiernego obojêtna jest metoda rachunku œredniego tempa

wzrostu, z definicji wzrostu równomiernego wynika bowiem a tak¿e i œredniej aryt-
metycznej (ra).
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Myœlê, i¿ przedstawione w tym artykule rozwa¿ania na temat pomiaru prze-
ciêtnego tempa (stopy) wzrostu dok³adnie odpowiadaj¹ sposobowi postêpowa-
nia ujêtemu przez Karola Marksa w sformu³owaniu: „Prawda to nie tylko wy-
nik, ale tak¿e droga”.

A b s t r a c t
Time sequences—measurement of the average dynamics
The object of considerations are here the methods of measurement of the aver-
age (mean) rate of growth, that is, the measure which expresses the dynamics of
the process or phenomenon by one number. The commonly applied method of
unweighted geometrical mean (rg) takes into consideration only the initial and
final terms of the chronological sequence. The “middle” terms have no influence
on the numerical values obtained from the rg method. Therefore ways are pro-
posed to counteract this immanent disadvantage of the rg method. The solution
are the proposals of the author formulating the methods: a) taking into con-
sideration the sum of all the terms of the chronological sequence or b) taking
into consideration the products of all the terms of the chronological sequence

The theory of the methods and was presented and compared with the
method rg proving that the common application of rg and or rg and creates
additional possibilities of entering into the analysis of the uniformity of dynamic
processes.
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